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１ 関数 y＝－(x2＋2x)2＋2(x2＋2x)について，次の問いに答えよ。 

             （(1)7点，(2)13 点，計 20点） 

(1) t＝x2＋2xとするとき，tのとり得る値の範囲を求めよ。 

(2) yの最大値と，そのときの xの値を求めよ。 

 

解答 

(1) t＝x2＋2x＝(x2＋2x＋1)－1 

  ＝(x＋1)2－1 

  右のグラフより，tのとり得る 

  値の範囲は 

     t≧－1 

 

(2) y＝－(x2＋2x)2＋2(x2＋2x)を， 

(1)の tの式で表すと 

  y＝－t2＋2t 

＝－(t2－2t＋1)＋1 

＝－(t－1)2＋1 

(1)より，t≧－1であるから 

 yは t＝1で最大値 1をとる。 

 t＝1 のとき 1＝x2＋2x 

    x2＋2x－1＝0 

      𝑥 =
−2 ± √4 − 4 ∙ 1 ∙ (−1)

2
=

−2 ± 2√2

2
= −1 ± √2 

   以上から， 𝒙 = −𝟏 ± √𝟐のとき  最大値𝟏 

 

 

 

２ 表，裏が等確率で出る硬貨が十分多く用意されていると 

する。n枚の硬貨を投げて表がちょうど 2枚出るときの確率 

を pnとするとき，次の問いに答えよ。ただし，nは 2以上の 

自然数とする。        （(1)7点，(2)13点，計 20点） 

(1) 
𝑝𝑛+1

𝑝𝑛
< 1となる𝑛の最小値を求めよ。 

(2) 表がちょうど 2枚出る確率が最大となる nと，そのとき 

の確率を求めよ。 

 

解答 

(1) 𝑝2 = C22 (
1

2
)
2

=
1

4
， 

    𝑝3 = C23 (
1

2
)
2

∙ (
1

2
) =

3

8
， 

    𝑝4 = C24 (
1

2
)
2

∙ (
1

2
)
2

=
4 ∙ 3

2 ∙ 1
∙ (

1

2
)
4

=
3

8
， 

    𝑝5 = C25 (
1

2
)
2

∙ (
1

2
)
3

=
5 ∙ 4

2 ∙ 1
∙ (

1

2
)
5

=
5

16
， 

     ⋮ 

    𝑝𝑛 = C2𝑛 (
1

2
)
2

∙ (
1

2
)
𝑛−2

=
𝑛(𝑛 − 1)

2
∙ (

1

2
)
𝑛

=
𝑛(𝑛 − 1)

2𝑛+1
， 

    𝑝𝑛+1 = C2𝑛+1 (
1

2
)
2

∙ (
1

2
)

(𝑛+1)−2

=
(𝑛 + 1)𝑛

2
∙ (

1

2
)
𝑛+1

 

      =
𝑛(𝑛 + 1)

2𝑛+2
 

  よって 
𝑝𝑛+1

𝑝𝑛
=

𝑛(𝑛 + 1)
2𝑛+2

𝑛(𝑛 − 1)
2𝑛+1

=
𝑛 + 1

2(𝑛 − 1)
 

  これより 
𝑛 + 1

2(𝑛 − 1)
< 1   𝑛 − 1 > 0であるから 

       n＋1＜2(n－1)   n＞3 

  したがって，自然数 nの最小値は 4 

(2) (1)の解答より 𝑝3 = 𝑝4 =
3

8
 

  であり，(1)より，𝑛 > 3のとき
𝑝𝑛+1

𝑝𝑛
< 1であるから 

     p1＜p2＜p3＝p4＞p5＞p6＞…… 

  したがって，n＝3，4のとき確率は最大となり， 

   そのときの確率は 
𝟑

𝟖
 

 

 

 

 

 

 

 

 

－1 

－1 

1 

－3 

－1 

1 
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 ３ 自然数𝑥，𝑦，𝑧が
1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧
=

3

4
，𝑥 > 𝑦 > 𝑧を満たすとき， 

x＋y＋zが最小となる x，y，zを求めよ。      （20点） 

 

Mさん：何からすればよいのやら… 

 Aさん：取っ掛かりがないね。。とりあえず，x，y，zに 

適当な数を代入してみようか。 

Mさん：x＞y＞zだから，(x，y，z)＝(3，2，1)を代入すると 

         
1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧
=

1

3
+

1

2
+

1

1
=

2 + 3 + 6

6
=

11

6
 

     これだと
3

4
を超えるから，(𝑥，𝑦，𝑧) = (6，5，4) 

     を代入すると 
1

6
+

1

5
+

1

4
=

10 + 12 + 15

60
=

37

60
 

     これだと
3

4
より小さくなる。。 

 Aさん：𝑥 > 𝑦 > 𝑧のとき
1

𝑥
<

1

𝑦
<

1

𝑧
だから， 

     
1

𝑧
が大きすぎても小さすぎてもダメな気がする。 

Mさん：まずは
1

𝑧
の範囲を考えてみましょうか！ 

 

解答 

𝑥，𝑦，𝑧は自然数であり，𝑥 > 𝑦 > 𝑧であるから 
1

𝑥
<

1

𝑦
<

1

𝑧
 

よって 
1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧
<

1

𝑧
+

1

𝑧
+

1

𝑧
=

3

𝑧
 

これより，
3

4
<

3

𝑧
から 𝑧 < 4 

また，
1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧
>

1

𝑧
であるから 

3

4
>

1

𝑧
  よって 𝑧 >

4

3
 

以上から 
4

3
< 𝑧 < 4   𝑧は自然数であるから 𝑧 = 2，3 

(ⅰ) z＝2のとき 

   
1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧
=

1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

2
=

3

4
より 

1

𝑥
+

1

𝑦
=

1

4
 

   𝑥 > 𝑦であることから 
1

𝑥
+

1

𝑦
<

2

𝑦
より 

1

4
<

2

𝑦
 

   よって 𝑦 < 8 

   また，
1

4
>

1

𝑦
より 𝑦 > 4 

  したがって，4＜y＜8より y＝5，6，7 

 

 

 

 

   (ⅰ) −① 𝑦 = 5のとき，
1

𝑥
+

1

𝑦
=

1

𝑥
+

1

5
=

1

4
より 

1

𝑥
=

1

20
 

        よって 𝑥 = 20 

   (ⅰ) −② 𝑦 = 6のとき，
1

𝑥
+

1

𝑦
=

1

𝑥
+

1

6
=

1

4
より 

1

𝑥
=

1

12
 

        よって 𝑥 = 12 

   (ⅰ) −③ 𝑦 = 7のとき 
1

𝑥
+

1

𝑦
=

1

𝑥
+

1

7
=

1

4
より 

1

𝑥
=

3

28
 

        このとき𝑥 =
28

3
となるが，𝑥は自然数より不適。 

(ⅱ) z＝3のとき 

   
1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧
=

1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

3
=

3

4
より 

1

𝑥
+

1

𝑦
=

5

12
 

   𝑥 > 𝑦であることから 
1

𝑥
+

1

𝑦
<

2

𝑦
より 

5

12
<

2

𝑦
 

   よって 𝑦 <
24

5
 

   また，
5

12
>

1

𝑦
より 𝑦 >

12

5
 

   したがって，
12

5
< 𝑦 <

24

5
より 𝑦 = 3，4 

  ここで y＞zであるから，y＝3は不適。 

   (ⅱ) −① 𝑦 = 4のとき，
1

𝑥
+

1

𝑦
=

1

𝑥
+

1

4
=

5

12
より 

        
1

𝑥
=

2

12
=

1

6
  よって 𝑥 = 6 

(ⅰ)，(ⅱ)から，
1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧
=

3

4
，𝑥 > 𝑦 > 𝑧を満たす 

自然数 x，y，zは 

 (x，y，z)＝(20，5，2)，(12，6，2)，(6，4，3) 

以上より，x＋y＋zが最小となる x，y，zは 

 (x，y，z)＝(6，4，3) 
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４ 関数 y＝32x＋3－2x－4(3x＋3－x)について，3x＋3－x＝tとおく 

とき，yを tを用いて表せ。また，yの最小値とそのときの x 

の値を求めよ。                 （20点） 

 

解答 

3x＋3－x＝tであるから 

 t2＝(3x＋3－x)2＝32x＋2＋3－2x 

よって 32x＋3－2x＝t2－2 

したがって y＝32x＋3－2x－4(3x＋3－x) 

＝t2－2－4t 

＝t2－4t－2 

相加平均と相乗平均の大小関係により， 

t＝3x＋3－x≧2√3𝑥 ∙ 3−𝑥＝2であるから 

t≧2における y＝t2－4t－2の最小値は 

y＝t2－4t－2 

＝(t－2)2－4－2 

＝(t－2)2－6 

これから，t＝2のとき 

最小値－6をとる。 

 

t＝2となるのは 3x＝3－x 

 

すなわち，x＝0のときであるから 

x＝0のとき最小値－6 

 

 

 

５ 原点 O(0，0，0)， 

定点 A(1，0，2)， 

動点 P(2t，t＋1，－t＋3) 

がある。 

∠AOP の大きさが最小と 

なるときの実数 tの値を 

求めよ。   （20点） 

 

 

解答 

OA⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1，0，2)，OP⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (2𝑡，𝑡 + 1，− 𝑡 + 3)であり， 

   OA⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ OP⃗⃗⃗⃗  ⃗ = |OA⃗⃗⃗⃗  ⃗| |OP⃗⃗⃗⃗  ⃗| cos∠AOP 

が成り立つ。 

ここで OA⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ OP⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 1 ∙ 2𝑡 + 0 ∙ (𝑡 + 1) + 2(−𝑡 + 3) 

        = 2𝑡 − 2𝑡 + 6 = 6 

    |OA⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √12 + 02 + 22 = √5 

    |OP⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √(2𝑡)2 + (𝑡 + 1)2 + (−𝑡 + 3)2 

         = √4𝑡2 + 𝑡2 + 2𝑡 + 1 + 𝑡2 − 6𝑡 + 9 

         = √6𝑡2 − 4𝑡 + 10 

         = √2 ∙ √3𝑡2 − 2𝑡 + 5 

よって，6 = √5 ∙ √2 ∙ √3𝑡2 − 2𝑡 + 5 cos∠AOPより 

    cos∠AOP =
6

√10 ∙ √3𝑡2 − 2𝑡 + 5
 

ここで，0° ≦∠AOP≦180° 

であるから，cos∠AOP が最大 

となるとき，∠AOP の大きさ 

は最小となる。 

    3𝑡2 − 2𝑡 + 5 

   = 3 (𝑡2 −
2

3
𝑡) + 5 

   = 3 {(𝑡 −
1

3
)
2

−
1

9
} + 5 

   = 3 (𝑡 −
1

3
)
2

−
1

3
+ 5 

   = 3 (𝑡 −
1

3
)
2

+
14

3
 

であるから，3t2－2t＋5＞0である。 

したがって，cos∠AOP が最大となるのは，3t2－2t＋5が最小と

なるときであり， 

    3𝑡2 − 2𝑡 + 5 = 3(𝑡 −
1

3
)
2

+
14

3
 

であるから，3𝑡2 − 2𝑡 + 5は𝑡 =
1

3
のとき最小となる。 

以上より，∠AOPの大きさが最小となる実数 tの値は 

   𝒕 =
𝟏

𝟑
 

 

 

t＝2 となるのは 3xと 3－x

の相加平均と相乗平均の

大小関係における，等号

が成立するときである。 

P 

A 

－6 

－2 

2 

90° 

－1 

1 
180° 

y＝cosθ 

θが小さいほど cosθの 

値は大きくなる。 


