
Math-Aquarium【実力テスト＋解答】数学Ⅲ(C) 実力テスト（応用） 

出題範囲：複素数平面，式と曲線，極限，微分法，積分法 
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１ 絶対値が 1で，z2＋zが実数であるような複素数 zを求めよ。 

                         （15点） 

 

解答 

𝑧の絶対値は 1なので，| 𝑧 | = 1 から 𝑧 𝑧 = 1 ⋯ ⋯① 

また，z2＋zが実数であるので 

   𝑧2 + 𝑧 = 𝑧2 + 𝑧  すなわち 𝑧2 + 𝑧 = (𝑧)2 + 𝑧 ⋯ ⋯② 

が成り立つ。 

①より 𝑧 =
1

𝑧
  これを②に代入すると 𝑧2 + 𝑧 = (

1

𝑧
)

2

+
1

𝑧
 

整理すると 

   z4＋z3－z－1＝0 

 

 

 

   (z－1)(z3＋2z2＋2z＋1)＝0 

 

 

 

 

 

(z－1)(z＋1)(z2＋z＋1)＝0 

これを解いて 𝒛 = 𝟏，− 𝟏，
−1 ± √1 − 4

2
=

−𝟏 ± √𝟑𝒊

𝟐
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

２ 次の極限値を求めよ。    （(1)，(2) 各 15点，計 30点） 

(1) lim
𝑥→0

cos 𝑥 − cos 2𝑥

𝑥2
 

(2) lim
𝑥→0

𝑥3

sin 3𝑥 − 3 sin 𝑥
 

 

解答 

(1) cosx－cos2x 

  ＝cosx－(2cos2x－1) 

  ＝－2cos2x＋cosx＋1 

  ＝－(2cos2x－cosx－1)  

  ＝－(cosx－1)(2cosx＋1) 

  ＝(1－cosx)(2cosx＋1) 

  であるから 

   lim
𝑥→0

cos 𝑥 − cos 2𝑥

𝑥2
= lim

𝑥→0

(1 − cos 𝑥)(2 cos 𝑥 + 1)

𝑥2
 

           = lim
𝑥→0

(1 − cos 𝑥)(1 + cos 𝑥)(2 cos 𝑥 + 1)

𝑥2(1 + cos 𝑥)
 

           = lim
𝑥→0

(1 − cos2 𝑥)(2 cos 𝑥 + 1)

𝑥2(1 + cos 𝑥)
 

           = lim
𝑥→0

sin2 𝑥 (2 cos 𝑥 + 1)

𝑥2(1 + cos 𝑥)
 

           = lim
𝑥→0

(
sin 𝑥

𝑥
)

2

∙
2 cos 𝑥 + 1

1 + cos 𝑥
 

           = 12 ∙
2 ∙ 1 + 1

1 + 1
=

𝟑

𝟐
 

(2) sin3x＝sin(x＋2x)＝sinxcos2x＋cosxsin2x 

 ＝sinx(1－2sin2x)＋cosx・2sinxcosx 

 ＝sinx－2sin3x＋2sinxcos2x 

 ＝sinx－2sin3x＋2sinx(1－sin2x) 

 ＝sinx－2sin3x＋2sinx－2sin3x 

 ＝－4sin3x＋3sinx 

  であるから 

   lim
𝑥→0

𝑥3

sin 3𝑥 − 3 sin 𝑥
= lim

𝑥→0

𝑥3

−4 sin3 𝑥 + 3 sin 𝑥 − 3 sin 𝑥
 

           = lim
𝑥→0

𝑥3

−4 sin3 𝑥
 

           = −
1

4
lim
𝑥→0

(
𝑥

sin 𝑥
)

3

 

           = −
𝟏

𝟒
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 ３ 関数𝑓(𝑥) =
log 𝑥

𝑥
  (𝑥 > 0)  について，次の問いに答えよ。 

    （(1)，(2) 各 15点，計 30点） 

(1) 関数𝑦 = 𝑓(𝑥)のグラフの概形をかけ。 

  ただし， lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = 0 を用いてよい。 

(2) (1)の結果を用いて，eπと πeの大小を比較せよ。 

 

解答 

(1) 𝑓′(𝑥) =

1
𝑥

∙ 𝑥 − log 𝑥 ∙ 1

𝑥2
=

1 − log 𝑥

𝑥2
 

   𝑓′′(𝑥) =
−

1
𝑥 ∙ 𝑥2 − (1 − log 𝑥) ∙ 2𝑥

𝑥4
=

−𝑥 − 2𝑥 + 2𝑥 log 𝑥

𝑥4
 

       =
−3 + 2 log 𝑥

𝑥3
 

f '(x)＝0とすると，1－logx＝0から x＝e 

   𝑓′′(𝑥) = 0 とすると，− 3 + 2 log 𝑥 = 0 から log 𝑥 =
3

2
 

   よって 𝑥 = 𝑒
3
2 = 𝑒√𝑒 

以上から，x＞0における増減表は次のようになる。 

 

 

 

 

 

 

   lim
𝑥→＋0

𝑓(𝑥) = −∞， lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = 0 であるから， 

  グラフは次の図のようになる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) (1)より，𝑥 > 0 における𝑓(𝑥) =
log 𝑥

𝑥
は，𝑥 = 𝑒のとき 

  最大値をとるので f (e)＞f (π) 

   すなわち 
log 𝑒

𝑒
>

log 𝜋

𝜋
 

  変形すると πloge＞elogπ   logeπ＞logπe 

  したがって eπ＞πe 

 

 

 

４ 次の問いに答えよ。    （(1) 10点，(2) 15点，計 25点） 

(1) x＝2cos2θ，y＝2sinθcosθのように媒介変数表示された曲線 

  は，どのような図形を表すか。 

(2) 曲線𝑥 = 2 cos2 𝜃，𝑦 = 2 sin 𝜃 cos 𝜃  (0 ≦ 𝜃 ≦
𝜋

3
)   の長さ𝐿 

  を求めよ。 

 

解答 

(1) x＝2cos2θ＝(2cos2θ－1)＋1＝cos2θ＋1， 

 y＝2sinθcosθ＝sin2θ であるので 

  x＝cos2θ＋1から cos2θ＝x－1， 

 y＝2sinθcosθから sin2θ＝y 

これらを，sin22θ＋cos22θ＝1に代入すると 

   (x－1)2＋y2＝1 

よって，中心(1，0)，半径 1の円を表す。 

(2) 𝑥 = cos 2𝜃 + 1 より 
𝑑𝑥

𝑑𝜃
= 2 ∙ (− sin 2𝜃) = −2 sin 2𝜃， 

    𝑦 = sin 2𝜃より 
𝑑𝑦

𝑑𝜃
= 2 cos 2𝜃 

であるから 

    𝐿 = ∫ √(
𝑑𝑥

𝑑𝜃
)

2

+ (
𝑑𝑦

𝑑𝜃
)

2𝜋
3

0

𝑑𝜃 

   = ∫ √(−2 sin 2𝜃)2 + (2 cos 2𝜃)2

𝜋
3

0

𝑑𝜃 

   = ∫ √4(sin2 2𝜃 + cos2 2𝜃)

𝜋
3

0

𝑑𝜃 

   = 2 ∫ 𝑑𝜃

𝜋
3

0

= 2 [ 𝜃 ]

0

𝜋
3

=
𝟐

𝟑
𝝅 

 

𝑒√𝑒 1 e 

1

𝑒
 

𝑦 =
log 𝑥

𝑥
 

3

2𝑒√𝑒
 

x 0 … e … 𝑒√𝑒 … 

f '  ＋ 0 － － － 

f ''  － － － 0 ＋ 

f   1

𝑒
  

3

2𝑒√𝑒
 

 

 


