
Math-Aquarium【補足】積分法 

1 

三角関数の不定積分 
例題，練習問題の結果等から，三角関数の不定積分は次のようにまとめることができる。 

ただし，Cは積分定数とする。 

 

   ∫ 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝒅𝒙 = − 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝑪，  ∫ 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝒅𝒙 = 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝑪 

   ∫ 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 𝒅𝒙 =
𝟏

𝟐
𝒙 −

𝟏

𝟒
𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 + 𝑪，  ∫ 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 𝒅𝒙 =

𝟏

𝟐
𝒙 +

𝟏

𝟒
𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 + 𝑪 

   ∫ 𝐬𝐢𝐧𝟑 𝒙 𝒅𝒙 =
𝟏

𝟑
𝐜𝐨𝐬𝟑 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝑪，  ∫ 𝐜𝐨𝐬𝟑 𝒙 𝒅𝒙 = −

𝟏

𝟑
𝐬𝐢𝐧𝟑 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝑪 

   ∫ 𝐬𝐢𝐧𝟒 𝒙 𝒅𝒙 =
𝟑

𝟖
𝒙 −

𝟏

𝟒
𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 +

𝟏

𝟑𝟐
𝐬𝐢𝐧 𝟒𝒙 + 𝑪，  ∫ 𝐜𝐨𝐬𝟒 𝒙 𝒅𝒙 =

𝟑

𝟖
𝒙 +

𝟏

𝟒
𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 +

𝟏

𝟑𝟐
𝐬𝐢𝐧 𝟒𝒙 + 𝑪 

   ∫
𝟏

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
𝒅𝒙 = −

𝟏

𝐭𝐚𝐧 𝒙
+ 𝑪，  ∫

𝟏

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
𝒅𝒙 = 𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝑪 

   ∫ 𝐭𝐚𝐧 𝒙 𝒅𝒙 = −𝐥𝐨𝐠|𝐜𝐨𝐬 𝒙| + 𝑪，  ∫
𝟏

𝐭𝐚𝐧 𝒙
𝒅𝒙 = 𝐥𝐨𝐠|𝐬𝐢𝐧 𝒙| + 𝑪 

   ∫ 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙 𝒅𝒙 = 𝐭𝐚𝐧 𝒙 − 𝒙 + 𝑪，  ∫
𝟏

𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙
𝒅𝒙 = −

𝟏

𝐭𝐚𝐧 𝒙
− 𝒙 + 𝑪 

 

 

１ 

次の不定積分を求めよ。 

(1) ∫
1

sin 𝑥
𝑑𝑥                (2) ∫

1

cos 𝑥
𝑑𝑥 

 

解答 

(1) ∫
1

sin 𝑥
𝑑𝑥 = ∫

sin 𝑥

sin2 𝑥
𝑑𝑥 = ∫

sin 𝑥

1 − cos2 𝑥
𝑑𝑥 

  cos 𝑥 = 𝑡とおくと − sin 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑑𝑡  よって ∫
sin 𝑥

1 − cos2 𝑥
𝑑𝑥 = − ∫

1

1 − 𝑡2
𝑑𝑡 

   
1

1 − 𝑡2
=

𝑎

1 + 𝑡
+

𝑏

1 − 𝑡
を満たす定数𝑎，𝑏を求める。 (右辺) =

𝑎(1 − 𝑡) + 𝑏(1 + 𝑡)

(1 + 𝑡)(1 − 𝑡)
=

(−𝑎 + 𝑏)𝑡 + 𝑎 + 𝑏

1 − 𝑡2
 

   {
 −𝑎 + 𝑏 = 0

𝑎 + 𝑏 = 1
  これを解くと 𝑎 =

1

2
，𝑏 =

1

2
  したがって 

1

1 − 𝑡2
=

1

2
(

1

1 + 𝑡
+

1

1 − 𝑡
) 

   これから − ∫
1

1 − 𝑡2
𝑑𝑡 = −

1

2
∫ (

1

1 + 𝑡
+

1

1 − 𝑡
) 𝑑𝑡 = −

1

2
(log  | 1 + 𝑡 | − log  | 1 − 𝑡 |) + 𝐶   

              =
𝟏

𝟐
𝐥𝐨𝐠

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
+ 𝑪 
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(2) ∫
1

cos 𝑥
𝑑𝑥 = ∫

cos 𝑥

cos2 𝑥
𝑑𝑥 = ∫

cos 𝑥

1 − sin2 𝑥
𝑑𝑥 

  sin 𝑥 = 𝑡とおくと cos 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑑𝑡  よって ∫
cos 𝑥

1 − sin2 𝑥
𝑑𝑥 = ∫

1

1 − 𝑡2
𝑑𝑡 

   (1)から ∫
1

1 − 𝑡2
𝑑𝑡 =

1

2
∫ (

1

1 + 𝑡
+

1

1 − 𝑡
) 𝑑𝑡 =

1

2
(log  | 1 + 𝑡 | − log  | 1 − 𝑡 |) + 𝐶   

             =
𝟏

𝟐
𝐥𝐨𝐠

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙
+ 𝑪 

〈注意〉(1) sin 𝑥 ≠ 0 であり，1 − cos 𝑥 ≧ 0，1 + cos 𝑥 ≧ 0 であるから |
1 − cos 𝑥

1 + cos 𝑥 
| =

1 − cos 𝑥

1 + cos 𝑥 
 

    (2) cos 𝑥 ≠ 0 であり，1 + sin 𝑥 ≧ 0，1 − sin 𝑥 ≧ 0 であるから |
1 + sin 𝑥

1 − sin 𝑥 
| =

1 + sin 𝑥

1 − sin 𝑥 
 

 

 

２ 

不定積分∫ 𝑒𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥を求めよ。 

 

解答 

𝐼 = ∫ 𝑒𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥とする。 

   𝐼 = ∫(𝑒𝑥)′ cos 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 cos 𝑥 − ∫ 𝑒𝑥 ∙ (cos 𝑥)′ 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 cos 𝑥 − ∫ 𝑒𝑥 ∙ (−sin 𝑥) 𝑑𝑥 

     = 𝑒𝑥 cos 𝑥 + ∫(𝑒𝑥)′ sin 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 cos 𝑥 + 𝑒𝑥 sin 𝑥 − ∫ 𝑒𝑥 ∙ (sin 𝑥)′ 𝑑𝑥 

     = 𝑒𝑥 cos 𝑥 + 𝑒𝑥 sin 𝑥 − ∫ 𝑒𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 cos 𝑥 + 𝑒𝑥 sin 𝑥 − 𝐼 

Iは不定積分であるから，積分定数も考慮して 

   𝐼 =
𝟏

𝟐
𝒆𝒙(𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙) + 𝑪 

 

 

３ 

(1) tan
𝑥

2
= 𝑡とおくと， tan 𝑥 =

2𝑡

1 − 𝑡2
， cos 𝑥 =

1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
， sin 𝑥 =

2𝑡

1 + 𝑡2
となり，

𝑑𝑡

𝑑𝑥
=

1 + 𝑡2

2
となる 

  ことを確かめよ。 

(2) tan
𝑥

2
= 𝑡とおくことで，∫

1

cos2 𝑥
𝑑𝑥 = tan 𝑥 + 𝐶を導け。 



Math-Aquarium【補足】積分法 

3 

解答 

(1) tan
𝑥

2
= 𝑡より tan 𝑥 = tan (2 ∙

𝑥

2
) =

2 tan
𝑥
2

1 − tan2 𝑥
2

=
2𝑡

1 − 𝑡2
 

   また，1 + tan2
𝑥

2
=

1

cos2 𝑥
2

から cos2
𝑥

2
=

1

1 + tan2 𝑥
2

=
1

1 + 𝑡2
 

   これから cos 𝑥 = cos (2 ∙
𝑥

2
) = 2 cos2

𝑥

2
− 1 =

2

1 + 𝑡2
− 1 =

1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
 

        sin 𝑥 = tan 𝑥 cos 𝑥 =
2𝑡

1 − 𝑡2
∙

1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
=

2𝑡

1 + 𝑡2
 

   
𝑑𝑡

𝑑𝑥
= (tan

𝑥

2
)

′

=
1

cos2 𝑥
2

∙ (
𝑥

2
)

′

=
1

1
1 + 𝑡2

∙
1

2
=

1 + 𝑡2

2
 

(2) tan
𝑥

2
= 𝑡とおくと，(1)より 

1

cos2 𝑥
=

1

(
1 − 𝑡2

1 + 𝑡2)
2 = (

1 + 𝑡2

1 − 𝑡2
)

2

，𝑑𝑥 =
2

1 + 𝑡2
𝑑𝑡であるから 

   ∫
1

cos2 𝑥
𝑑𝑥 = ∫ (

1 + 𝑡2

1 − 𝑡2
)

2

∙
2

1 + 𝑡2
𝑑𝑡 = 2 ∫

1 + 𝑡2

(1 − 𝑡2)2
𝑑𝑡 = 2 ∫

1 + 𝑡2

(1 + 𝑡)2(1 − 𝑡)2
𝑑𝑡 

   
1 + 𝑡2

(1 + 𝑡)2(1 − 𝑡)2
=

𝑎

(1 + 𝑡)2
+

𝑏

(1 − 𝑡)2
を満たす定数𝑎，𝑏を求める。 

   (右辺) =
𝑎(1 − 𝑡)2 + 𝑏(1 + 𝑡)2

(1 + 𝑡)2(1 − 𝑡)2
=

(𝑎 + 𝑏)𝑡2 + 2(−𝑎 + 𝑏)𝑡 + 𝑎 + 𝑏

(1 + 𝑡)2(1 − 𝑡)2
 

   {
𝑎 + 𝑏 = 1

 −𝑎 + 𝑏 = 0
  これを解くと 𝑎 =

1

2
，𝑏 =

1

2
 

   よって 2 ∫
1 + 𝑡2

(1 + 𝑡)2(1 − 𝑡)2
𝑑𝑡 = 2 ∫

1

2
{

1

(1 + 𝑡)2
+

1

(1 − 𝑡)2
} 𝑑𝑡 = ∫ {

1

(𝑡 + 1)2
+

1

(𝑡 − 1)2
} 𝑑𝑡 

               =
1

−2 + 1
(𝑡 + 1)−2+1 +

1

−2 + 1
(𝑡 − 1)−2+1 + 𝐶 

               = −
1

𝑡 + 1
−

1

𝑡 − 1
+ 𝐶 = −

𝑡 − 1 + (𝑡 + 1)

(𝑡 + 1)(𝑡 − 1)
+ 𝐶 = −

2𝑡

𝑡2 − 1
+ 𝐶 

               =
2𝑡

1 − 𝑡2
+ 𝐶 = tan 𝑥 + 𝐶 

〈注意〉３ (1)から，三角関数の不定積分は，分数関数の不定積分に置き換えることができる。 

 


