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微分法の応用 
 

１ 

(1) 次の問いに答えよ。 

  ① 曲線 y＝2x上の点(0，1)における接線と法線の方程式を求めよ。 

  ② 原点から曲線 y＝2xに引いた接線の方程式を求めよ。 

(2) 放物線 y2＝4x 上の点(1，2)における接線の方程式を求めよ。 

(3) 媒介変数𝜃によって表された曲線𝑥 = 4 cos 𝜃，𝑦 = 2 sin 𝜃上の，𝜃 =
𝜋

3
に対応する点における接線の 

方程式を求めよ。 

 

解答 

(1) ① 𝑓(𝑥) = 2𝑥とおくと  𝑓′(𝑥) = 2𝑥 log 2，𝑓′(0) = log 2 

    よって，接線の方程式は 

       y－1＝(log2)(x－0)  すなわち y＝(log2)x＋1 

    法線の方程式は 

    𝑦 − 1 = −
1

log 2
(𝑥 − 0)  すなわち 𝒚 = −

𝟏

𝐥𝐨𝐠 𝟐
𝒙 + 𝟏 

   ② 曲線と，原点から曲線 y＝2xに引いた接線の接点を(a，2a)とする。 

     このとき，接線の傾きは①より2𝑎 log 2であるから，接線の方程式は 

        𝑦 − 2𝑎 = 2𝑎(log 2)(𝑥 − 𝑎) 

     すなわち 𝑦 = 2𝑎(log 2)𝑥 + 2𝑎 − 2𝑎(log 2)𝑎 ⋯ ⋯ (＊) 

    (＊)は原点を通るので 0＝2a－(2alog2)a 

   よって 0＝2a(1－alog2) 

     2𝑎 ≠ 0 から 1 − 𝑎 log 2 = 0  よって 𝑎 =
1

log 2
 

    ここで， 2
1

log 2 = 𝑏とおいて，両辺の底を 2 とする対数を考えると 

        log2 2
1

log 2 = log2 𝑏    
1

log 2
= log2 𝑏    

1

log 2
=

log 𝑏

log 2
   𝑏 = 𝑒 

        すなわち 2𝑎 = 𝑒 

     したがって，(＊)より，求める接線の方程式は 𝒚 = 𝒆(𝐥𝐨𝐠𝟐)𝒙 

  

1 

log2 

y＝2x 

接線 

法線 

y＝2x 

1 

e 

1

log 2
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(2) 𝑦2 = 4𝑥の両辺を𝑥について微分すると 2𝑦 ∙
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 4 

     𝑦 ≠ 0 のとき 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

4

2𝑦
  すなわち 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

2

𝑦
 

  点(1，2)における接線の傾きは 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

2

2
= 1 

  よって，接線の方程式は 𝑦 − 2 = 1 ∙ (𝑥 − 1) 

  すなわち y＝x＋1 

(3) 接点は，𝜃 =
𝜋

3
に対応する点(2，√3)である。 

  また，
𝑑𝑥

𝑑𝜃
= −4 sin 𝜃，

𝑑𝑦

𝑑𝜃
= 2 cos 𝜃であるから 

     
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦
𝑑𝜃
𝑑𝑥
𝑑𝜃

=
2 cos 𝜃

−4 sin 𝜃
= −

1

2 tan 𝜃
 

  𝜃 =
𝜋

3
のとき 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

1

2 tan
𝜋
3

= −
1

2 ∙ √3
= −

√3

6
 

  したがって，接線の方程式は 𝑦 − √3 = −
√3

6
(𝑥 − 2) 

  すなわち 𝒚 = −
√𝟑

𝟔
𝒙 +

𝟒√𝟑

𝟑
 

 

  

2

y

＝

f 

(

x

) 

 1 

y2＝4x 

 1 

4 cos
𝜋

3
= 4 ∙

1

2
= 2， 

2 sin
𝜋

3
= 2 ∙

√3

2
= √3 

2 
4√3

3
 

2 4 

－2 

－4 

√3 

𝑥2

16
+

𝑦2

4
= 1 
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２ 

平均値の定理を用いて，次の不等式を証明せよ。 

   𝑥 > 0 のとき 
𝑥

𝑥 + 1
< log(𝑥 + 1) < 𝑥 

 

証明 

関数𝑓(𝑥) = log 𝑥は𝑥 > 0 で微分可能で 𝑓′(𝑥) =
1

𝑥
 

x＞0 のとき x＋1＞1 であるから，区間[1，x＋1]において 

平均値の定理により 

   
log(𝑥 + 1) − log 1

(𝑥 + 1) − 1
=

1

𝑐
， 1 < 𝑐 < 𝑥 + 1 

を満たす𝑐が存在する。ここで， 

(𝑥 + 1) − 1 = 𝑥， log(𝑥 + 1) − log 1 = log(𝑥 + 1)，
1

𝑥 + 1
<

1

𝑐
< 1 

であるから 
log(𝑥 + 1)

𝑥
=

1

𝑐
， 

1

𝑥 + 1
<

1

𝑐
< 1 

よって 
1

𝑥 + 1
<

log(𝑥 + 1)

𝑥
< 1 

𝑥 > 0 であるから 
𝑥

𝑥 + 1
< log(𝑥 + 1) < 𝑥 

  

y＝logx 

x＋1 c 1 

閉区間の定め方がポイントと

なるが，与えられた不等式に

log(x＋1)があること，log1＝0

であることから， 

区間[1，x＋1]と見当をつける。 
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３ 

(1) 𝑓(𝑥) = 𝑥 − log 𝑥の増減を調べよ。 

(2) 次の関数の極値を求めよ。 

 ① 𝑓(𝑥) =
𝑥2

𝑒𝑥
              ② 𝑓(𝑥) = − cos 2𝑥 − 𝑥 (0 ≦ 𝑥 ≦ 𝜋) 

(3) 関数𝑓(𝑥) =
𝑥

𝑥2 + 𝑎
が𝑥 = −2 で極値をとるとき，定数𝑎の値を求めよ。 

  また，このときの関数 f (x)の極値を求めよ。 

 

解答 

(1) 関数 f (x)の定義域は，x＞0 である。 

      𝑓′(𝑥) = 1 −
1

𝑥
=

𝑥 − 1

𝑥
 

  𝑓′(𝑥) = 0 とすると 𝑥 = 1 

 よって，f (x)の増減表は右のようになる。 

 したがって，f (x)は 

      𝟎 < 𝒙 ≦ 𝟏で減少し， 

      𝒙 ≧ 𝟏で増加する。 

 

 

 

 

(2) ① 𝑓′(𝑥) =
2𝑥 ∙ 𝑒𝑥 − 𝑥2 ∙ 𝑒𝑥

(𝑒𝑥)2
=

𝑥(2 − 𝑥)𝑒𝑥

𝑒2𝑥
 

    f '(x)＝0 とすると x＝0，2  よって，f (x)の増減表は次のようになる。 

 

 

 

 

 

 したがって，f (x)は  x＝0 で極小値 0， 

                 𝒙 = 𝟐で極大値
𝟒

𝒆𝟐
 をとる。 

  

x 0 … 1 … 

f '(x)  － 0 ＋ 

f (x) 0 ↘ 1 ↗ 

 

1 

1 

𝑦 = 𝑥 − log 𝑥 

x … 0 … 2 … 

f '(x) － 0 ＋ 0 － 

f (x) ↘ 0 ↗ 
4

𝑒2
 ↘ 

 

2 

𝑦 =
𝑥2

𝑒𝑥
 

4

𝑒2
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－1－π 
𝑦 = − cos 2𝑥 − 𝑥  (0 ≦ 𝑥 ≦ 𝜋) 

𝜋

12
 

π 

－1 

5

12
𝜋 

√3

2
−

5

12
𝜋 

−
√3

2
−

𝜋

12
 

x … －2 … 2 … 

f '(x) － 0 ＋ 0 － 

f (x) ↘ −
1

4
 ↗ 

1

4
 ↘ 

 

𝑓 (
𝜋

12
) = − cos

𝜋

6
−

𝜋

12
 

     = −
√3

2
−

𝜋

12
， 

𝑓 (
5

12
𝜋) = − cos

5

6
𝜋 −

5

12
𝜋 

      =
√3

2
−

5

12
𝜋 

② f '(x)＝－2・(－sin2x)－1＝2sin2x－1 

    𝑓′(𝑥) = 0 とすると sin 2𝑥 =
1

2
  また，0 ≦ 𝑥 ≦ 𝜋より 0 ≦ 2𝑥 ≦ 2𝜋 

    よって 2𝑥 =
𝜋

6
，

5

6
𝜋  すなわち 𝑥 =

𝜋

12
，

5

12
𝜋 

 以上から，f (x)の増減表は次のようになる。 

 

 

 

 

 

 

     したがって，𝑓(𝑥)は 

        𝒙 =
𝝅

𝟏𝟐
で極小値−

√𝟑

𝟐
−

𝝅

𝟏𝟐
， 

        𝒙 =
𝟓

𝟏𝟐
𝝅で極大値

√𝟑

𝟐
−

𝟓

𝟏𝟐
𝝅 

     をとる。 

 

(3) 関数𝑓(𝑥) =
𝑥

𝑥2 + 𝑎
は𝑥 = −2 で極値をとるので，定義域に𝑥 = −2 を含む。 

  よって (－2)2＋a＝4＋a≠0  したがって a≠－4 

        𝑓′(𝑥) =
1 ∙ (𝑥2 + 𝑎) − 𝑥 ∙ 2𝑥

(𝑥2 + 𝑎)2
=

−𝑥2 + 𝑎

(𝑥2 + 𝑎)2
 

  a≠－4 であるから，f (x)は x＝－2 で微分可能である。よって f '(－2)＝0 

  すなわち 
−4 + 𝑎

(4 + 𝑎)2
= 0  これを解くと 𝑎 = 4 

   このとき 𝑓(𝑥) =
𝑥

𝑥2 + 4
， 𝑓′(𝑥) =

−𝑥2 + 4

(𝑥2 + 4)2
=

−(𝑥 + 2)(𝑥 − 2)

(𝑥2 + 4)2
 

 f '(x)＝0 とすると x＝－2，2  よって，f (x)の増減表は次のようになる。 

 したがって，x＝－2 で極小値を 

とるので，条件を満たす。 

以上から  a＝4 

     𝒙 = −𝟐で極小値−
𝟏

𝟒
， 

     𝒙 = 𝟐で極大値
𝟏

𝟒
 をとる。 

  

x 0 … 
𝜋

12
 … 

5

12
𝜋 … π 

f '(x)  － 0 ＋ 0 －  

f (x) －1 ↘ −
√3

2
−

𝜋

12
 ↗ 

√3

2
−

5

12
𝜋 ↘ －1－π 
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４ 

(1) 曲線𝑦 = 𝑥𝑒𝑥のグラフをかけ。また，変曲点があれば求めよ。ただし， lim
𝑥→−∞

𝑦 = 0 であることは 

  用いてもよい。 

(2) 曲線𝑓(𝑥) =
1

4
𝑥4 − 2𝑥2の極値を求めよ。 

(3) 曲線𝑦 =
𝑥2 + 1

𝑥 − 1
の漸近線を求めよ。 

 

解答 

(1) y'，y''を計算すると，次のようになる。 

      𝑦′ = (𝑥𝑒𝑥)′ = 1 ∙ 𝑒𝑥 + 𝑥 ∙ 𝑒𝑥 = (1 + 𝑥)𝑒𝑥， 

      𝑦′′ = {(1 + 𝑥)𝑒𝑥}′ = 1 ∙ 𝑒𝑥 + (1 + 𝑥) ∙ 𝑒𝑥 = (2 + 𝑥)𝑒𝑥 

y'＝0 とすると x＝－1， y''＝0 とすると x＝－2  よって，y の増減と凹凸は次の表のようになる。 

 

 

 

 

 

 

   ここで， lim
𝑥→−∞

𝑦 = 0 より，𝑥軸は漸近線である。  

  以上のことから，グラフは右の図のようになる。 

   また，変曲点は 点(−𝟐， −
𝟐

𝒆𝟐
) 

(2) f '(x)＝x3－4x＝x(x＋2)(x－2) 

f '(x)＝0 とすると x＝－2，0，2 

また，f ''(x)＝(x3－4x)'＝3x2－4 であるから  f ''(－2)＝8＞0， f ''(0)＝－4＜0， f ''(2)＝8＞0 

   よって，𝑥 = −2，2 で極小となり，極小値は 𝑓(−2) = 𝑓(2) =
1

4
∙ 16 − 2 ∙ 4 = −𝟒， 

       𝑥 = 0 で極大となり，極大値は 𝑓(0) = 𝟎 

  

−
1

𝑒
 

－1 －2 

−
2

𝑒2
 

𝑦 = 𝑥𝑒𝑥 

x … －2 … －1 … 

y' － － － 0 ＋ 

y'' － 0 ＋ ＋ ＋ 

y  −
2

𝑒2
  −

1

𝑒
 

 

 

x＝0 のとき 

y＝0 
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(3) (ⅰ) lim
𝑥→±∞

𝑦は極限値をもたないから，𝑥軸に平行な漸近線はない。 

    (ⅱ) lim
𝑥→1+0

𝑦 = ∞， lim
𝑥→1−0

𝑦 = −∞であるから，直線𝑥＝1 は漸近線となる。 

    (ⅲ) lim
𝑥→∞

{𝑓(𝑥) − (𝑎𝑥 + 𝑏)} = 0 を満たす𝑎，𝑏が存在するとして， 

      𝑎＝ lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥)

𝑥
，𝑏 = lim

𝑥→∞
{𝑓(𝑥) − 𝑎𝑥}とする。 

      𝑎＝ lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥)

𝑥
＝ lim

𝑥→∞

1

𝑥
∙

𝑥2 + 1

𝑥 − 1
＝ lim

𝑥→∞

1 +
1

𝑥2

1 −
1
𝑥

= 1， 

      𝑏 = lim
𝑥→∞

{𝑓(𝑥) − 𝑎𝑥} = lim
𝑥→∞

(
𝑥2 + 1

𝑥 − 1
− 𝑥) = lim

𝑥→∞

𝑥2 + 1 − 𝑥(𝑥 − 1)

𝑥 − 1
= lim

𝑥→∞

1 + 𝑥

𝑥 − 1
= lim

𝑥→∞

1
𝑥 + 1

1 −
1
𝑥

= 1 

      lim
𝑥→−∞

{𝑓(𝑥) − (𝑎𝑥 + 𝑏)} = 0 を満たす𝑎，𝑏も，𝑎 = 1，𝑏 = 1 である。 

     よって，直線 y＝x＋1 は漸近線となる。 

  以上から，漸近線は 直線 x＝1， y＝x＋1  
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５ 

x の関数 y が，θを媒介変数として x＝2cosθ－cos2θ，y＝2sinθ－sin2θで表されるとき， 

0≦θ≦2πにおけるグラフの概形をかけ。ただし，凹凸は調べなくてよい。 

 

解答 

𝑑𝑥

𝑑𝜃
= −2 sin 𝜃 + 2 sin 2𝜃 = −2 sin 𝜃 + 4 sin 𝜃 cos 𝜃 = −2 sin 𝜃 (1 − 2 cos 𝜃)， 

𝑑𝑦

𝑑𝜃
= 2 cos 𝜃 − 2 cos 2𝜃 = 2 cos 𝜃 − 2(2 cos2 𝜃 − 1) = −2(2 cos2 𝜃 − cos 𝜃 − 1) 

  = −2(cos 𝜃 − 1)(2 cos 𝜃 + 1) 

𝑑𝑥

𝑑𝜃
= 0 とすると 𝜃 = 0，

𝜋

3
，𝜋，

5

3
𝜋，2𝜋， 

𝑑𝑦

𝑑𝜃
= 0 とすると 𝜃 = 0，

2

3
𝜋，

4

3
𝜋，2𝜋 

よって，0≦θ≦2πにおけるθの値の変化に対応した x，y の値の変化は次の表のようになる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

よって，グラフの概形は右のようになる。 

  

θ 0 … 
𝜋

3
 … 

2

3
𝜋 … π … 

4

3
𝜋 … 

5

3
𝜋 … 2π 

𝑑𝑥

𝑑𝜃
 0 ＋ 0 － － － 0 ＋ ＋ ＋ 0 － 0 

x 1 → 
3

2
 ← −

1

2
 ← －3 → −

1

2
 → 

3

2
 ← 1 

𝑑𝑦

𝑑𝜃
 0 ＋ ＋ ＋ 0 － － － 0 ＋ ＋ ＋ 0 

y 0 ↑ 
√3

2
 ↑ 

3√3

2
 ↓ 0 ↓ −

3√3

2
 ↑ −

√3

2
 ↑ 0 

 

3

2
 

 
1 －3 

−
1

2
 

  

√3

2
 

  

−
√3

2
 

  

3√3

2
 

  

−
3√3

2
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６ 

𝑥 ≧ 0 のとき，不等式 log(𝑥 + 1) ≦ √𝑥が成り立つことを証明せよ。 

 

証明 

𝑓(𝑥) = log(𝑥 + 1) − √𝑥とおくと 

𝑓′(𝑥) =
1

𝑥 + 1
−

1

2
𝑥−

1
2 =

1

𝑥 + 1
−

1

2√𝑥
=

2√𝑥 − (𝑥 + 1)

2√𝑥(𝑥 + 1)
=

− {(√𝑥)
2

− 2√𝑥 + 1}

2√𝑥(𝑥 + 1)
=

−(√𝑥 − 1)
2

2√𝑥(𝑥 + 1)
 

𝑓′(𝑥) = 0 とすると √𝑥 − 1 = 0  すなわち 𝑥 = 1 

よって，f (x)の増減表は右のようになる。 

関数 f (x)は，x≧0 で減少するから， 

x＝0 のとき最大値 0 をとる。 

したがって  f (x)≦0 (x≧0) 

以上から，𝑥 ≧ 0 のとき log(𝑥 + 1) ≦ √𝑥 

等号が成り立つのは，x＝0 のときである。 

  

x 0 … 1 … 

f '(x)  － 0 － 

f (x) 0 ↘ log2－1 ↘ 

 



Math-Aquarium【練習問題＋解答】微分法の応用 

10 

 

７ 

(1) 次の問いに答えよ。 

  ① 数直線上の動点 P の座標 x が，時刻 t の関数として 

x＝t2－6t と表されるとき， 点 P の時刻 t＝3，t＝6 に 

おける速さ，および加速度の大きさを求めよ。 

  ② 座標平面上を運動する点 P の座標が，時刻 t の関数として次の式で表されるとする。 

       𝑥 = 𝑡 +
1

𝑡
， 𝑦 = 𝑡 −

1

𝑡
 

   このとき，速度�⃗�と加速度�⃗�，および𝑡 = 1 における点 P の速さと加速度の大きさを求めよ。 

(2) 体積が π cm3/s の割合で増加している球がある。 

球の半径が 2cm になる瞬間において，球の表面積 

が増加する割合（速度）を求めよ。 

 

 

 

解答 

(1) ① 速度𝑣，加速度𝛼とすると 𝒗 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝟐𝒕 − 𝟔， 𝜶 =

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝟐 

    よって，t＝3 のときの速さ | v | と加速度の大きさ |α | は | v |＝2・3－6＝0，|α |＝2 

    また，t＝6 のときは | v |＝2・6－6＝6，|α |＝2 

   ② 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 1 +

−1

𝑡2
= 1 −

1

𝑡2
， 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 1 −

−1

𝑡2
= 1 +

1

𝑡2
， 

     
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= 0 −

−2𝑡

𝑡4
=

2

𝑡3
， 

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
= 0 +

−2𝑡

𝑡4
= −

2

𝑡3
 

     よって �⃗⃗⃗� = (𝟏 −
𝟏

𝒕𝟐
，𝟏 +

𝟏

𝒕𝟐
)， �⃗⃗⃗� = (

𝟐

𝒕𝟑
， −

𝟐

𝒕𝟑
) 

     また，速さを|�⃗�|，加速度の大きさを|�⃗�|とすると 

       |�⃗�| = √(
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

2

+ (
𝑑𝑦

𝑑𝑡
)

2

= √1 −
2

𝑡2
+

1

𝑡4
+ 1 +

2

𝑡2
+

1

𝑡4
= √2 +

2

𝑡4
 

       |�⃗�| = √(
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
)

2

+ (
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
)

2

= √(
2

𝑡3
)

2

+ (−
2

𝑡3
)

2

= √
8

𝑡6
=

2√2

𝑡3
 

     したがって，𝒕 = 𝟏における点𝐏の速さは √2 +
2

14
= 𝟐， 加速度の大きさは 

2√2

13
= 𝟐√𝟐 

  

x 
O P t＝3 

t＝6 
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(2) 球の半径を rcm，表面積を Scm2，体積を Vcm3とすると 

      𝑆 = 4𝜋𝑟2， 𝑉 =
4𝜋𝑟3

3
 

  r，S，V は時刻 t の関数であるから， 

  上の両辺を t で微分すると 

      
𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 8𝜋𝑟

𝑑𝑟

𝑑𝑡
   ⋯ ⋯① 

      
𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 4𝜋𝑟2

𝑑𝑟

𝑑𝑡
 ⋯ ⋯② 

   条件より，
𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝜋であるから，𝑟 = 2 のときの

𝑑𝑟

𝑑𝑡
は，②より

      𝜋 = 4𝜋 ∙ 22 ∙
𝑑𝑟

𝑑𝑡
  よって 

𝑑𝑟

𝑑𝑡
=

1

16
 

   求める表面積が増加する割合(速度)は，
𝑑𝑆

𝑑𝑡
であるから，①より 

      
𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 8𝜋 ∙ 2 ∙

1

16
= 𝝅 (𝐜𝐦𝟐/𝐬) 

 

  

球の体積は 

𝑉 =
4𝜋𝑟3

3
 

身(3)の上に心配(4π ) 

ある(r)，参上(3 乗)した。 

2cm 
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８ 

次の問いに答えよ。 

(1) x が 0 に十分近いとき，次の式の 1 次の近似式を作れ。 

  ① 
1

1 + 𝑥
                 ② 𝑒𝑥 

(2) 次の数の近似値を求めよ。 

   ① 
1

0.99
                  ② 𝑒0.01 

 

解答 

(1) ① 𝑓(𝑥) =
1

1 + 𝑥
とおくと，𝑓′(𝑥) =

−1

(1 + 𝑥)2
= −

1

(1 + 𝑥)2
であるから 𝑓(0) = 1，𝑓′(0) = −1 

    したがって，𝑥が 0 に十分近いとき 
1

1 + 𝑥
≒ 𝟏 − 𝒙 

   ② f (x)＝exとおくと f '(x)＝exであるから f (0)＝1，f '(0)＝1 

    したがって，x が 0 に十分近いとき ex≒1＋x 

(2) ① (1)  ①より，𝑥が 0 に十分近いとき 
1

1 + 𝑥
≒ 1 − 𝑥 

    − 0.01 は 0 に十分近いので 
1

0.99
=

1

1 + (−0.01)
≒ 1 − (−0.01) = 𝟏. 𝟎𝟏 

   ② (1) ②より，x が 0 に十分近いとき ex≒1＋x 

    0.01 は 0 に十分近いので e0.01≒1＋0.01＝1.01 

 


