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漸化式 
ここで扱う数は，すべて実数とする。 

 

１  

次の条件によって定義される数列{an}の一般項を求めよ。 

(1) a1＝1，an＋1＝an＋3     (2) a1＝2，an＋1＝－2an     (3) a1＝－1，an＋1＝an＋2n－3 

 

解答 

(1) 初項が 1，公差が 3 

の等差数列であるから 

   an＝1＋(n－1)∙3＝3n－2 

 

(2) 初項が 2，公比が－2 

の等比数列であるから 

  an＝2∙(－2)n－1＝－(－2)n 

 

(3) 数列{an}の階差数列を{bn} 

とすると  bn＝2n－3 

   よって，𝑛 ≧ 2 のとき 

      𝑎𝑛 = 𝑎1 + ∑(2𝑘 − 3)

𝑛−1

𝑘=1

= −1 + 2 ∙  
1

2
𝑛(𝑛 − 1) − 3(𝑛 − 1) 

       = −1 + 𝑛2 − 𝑛 − 3𝑛 + 3 = 𝑛2 − 4𝑛 + 2 

また，n＝1 のとき a1＝12－4∙1＋2＝－1  よって，an＝n2－4n＋2 は n＝1 のときも成り立つ。 

以上から an＝n2－4n＋2 

  

＋3 

{an} 〇 〇 …… 〇 〇 〇 …… 
1 2 n n+1 n+2 

×(－2) 

{an} 〇 〇 …… 〇 〇 〇 …… 

1 2 n n+1 n+2 

＋(2n－3) 

{an} 〇 〇 …… 〇 〇 〇 …… 

1 2 n n+1 n+2 
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２  

a1＝0，an＋1＝2an＋1 (n＝1，2，3，……) で定義される数列{an}の一般項を求めよ。 

 

解答その１ 

与えられた漸化式 an＋1＝2an＋1 と，nを 1 つ増やした an＋2＝2an＋1＋1 の辺々を引くと 

an＋2－an＋1＝2(an＋1－an) 

ここで，an＋1－an＝bnとおけば，bn＋1＝an＋2－an＋1より 

bn＋1＝2bn 

また，b1＝a2－a1＝(2∙a1＋1)－a1＝(2∙0＋1)－0＝1 より 

  bn＝2n－1 

an＋1－an＝bnから，数列{an}の階差数列が{bn}であるので，n≧2 のとき 

   𝑎𝑛 = 𝑎1 + ∑ 2𝑘−1

𝑛−1

𝑘=1

= 0 +
2𝑛−1 − 1

2 − 1
= 2𝑛−1 − 1 

また，𝑛 = 1 のとき 𝑎1 = 21−1 − 1 = 0  よって，𝑎𝑛 = 2𝑛−1 − 1 は𝑛 = 1 のときも成り立つ。 

以上から 𝒂𝒏 = 𝟐𝒏−𝟏 − 𝟏 

 

解答その２ 

特性方程式𝛼＝2𝛼 + 1 から 𝛼＝− 1  よって，𝑎𝑛+1 = 2𝑎𝑛 + 1 は𝑎𝑛+1 + 1 = 2(𝑎𝑛 + 1) 

と変形できる。𝑎𝑛 + 1 = 𝑏𝑛とおくと，𝑎𝑛+1 + 1 = 𝑏𝑛+1であるから 𝑏𝑛+1 = 2𝑏𝑛 

ここで，𝑏1 = 𝑎1 + 1 = 0 + 1 = 1 より  𝑏𝑛 = 2𝑛−1 

したがって 𝒂𝒏 = 𝟐𝒏−𝟏 − 𝟏 

  

×2 

{bn} 〇 〇 …… 〇 〇 〇 …… 

1 2 n n+1 n+2 
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３  

a1＝1，an＋1＝－2an＋3n (n＝1，2，3，……) で定義される数列{an}の一般項を求めよ。 

 

解答 

与えられた漸化式 an＋1＝－2an＋3nと，nを 1 つ増やした an＋2＝－2an＋1＋3(n＋1)の辺々を引くと 

an＋2－an＋1＝－2(an＋1－an)＋3 

ここで，an＋1－an＝bnとおけば，bn＋1＝an＋2－an＋1より bn＋1＝－2bn＋3 

特性方程式 α＝－2α＋3 から α＝1  よって，bn＋1＝－2bn＋3 は bn＋1－1＝－2(bn－1)と変形できる。 

bn－1＝cnとおくと，bn＋1－1＝cn＋1であるから  cn＋1＝－2cn 

ここで，c1＝b1－1＝(a2－a1)－1＝{(－2a1＋3∙1)－a1}－1＝{(－2＋3)－1}－1＝－1 より 

cn＝－(－2)n－1  これから bn＝－(－2)n－1＋1 

an＋1－an＝bnから，数列{an}の階差数列が{bn}であるので，n≧2 のとき 

   𝑎𝑛 = 𝑎1 + ∑{−(−2)𝑘−1 + 1}

𝑛−1

𝑘=1

= 1 +
−{1 − (−2)𝑛−1}

1 − (−2)
+ (𝑛 − 1) = 1 −

1 − (−2)𝑛−1

3
+ 𝑛 − 1 

     =
(−2)𝑛−1

3
+ 𝑛 −

1

3
 

また，𝑛 = 1 のとき 𝑎1 =
(−2)1−1

3
+ 1 −

1

3
= 1 

よって 𝑎𝑛 =
(−2)𝑛−1

3
+ 𝑛 −

1

3
は𝑛 = 1 のときも成り立つ。 

以上から 𝒂𝒏 =
(−𝟐)𝒏−𝟏

𝟑
+ 𝒏 −

𝟏

𝟑
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４  

a1＝5，an＋1＝3an－2n (n＝1，2，3，……) で定義される数列{an}の一般項を求めよ。 

 

解答 

与えられた漸化式𝑎𝑛+1 = 3𝑎𝑛 − 2𝑛の両辺を2𝑛+1で割ると 
𝑎𝑛+1

2𝑛+1
=

3

2
∙

𝑎𝑛

2𝑛
−

1

2
 

ここで，
𝑎𝑛

2𝑛
= 𝑏𝑛とおけば，𝑏𝑛+1 =

𝑎𝑛+1

2𝑛+1
より 𝑏𝑛+1 =

3

2
𝑏𝑛 −

1

2
 

特性方程式𝛼 =
3

2
𝛼 −

1

2
から 𝛼 = 1  よって，𝑏𝑛+1 =

3

2
𝑏𝑛 −

1

2
は𝑏𝑛+1 − 1 =

3

2
 (𝑏𝑛 − 1)と変形できる。 

𝑏𝑛 − 1 = 𝑐𝑛とおくと，𝑏𝑛+1 − 1 = 𝑐𝑛+1であるから  𝑐𝑛+1 =
3

2
𝑐𝑛 

ここで，𝑐1 = 𝑏1 − 1 =
𝑎1

21
− 1 =

5

2
− 1 =

3

2
より  𝑐𝑛 = (

3

2
)

𝑛

  これから 𝑏𝑛 = (
3

2
)

𝑛

+ 1 

𝑎𝑛

2𝑛
= 𝑏𝑛から 𝑎𝑛 = 2𝑛 {(

3

2
)

𝑛

+ 1}  したがって 𝒂𝒏 = 𝟑𝒏 + 𝟐𝒏 

   別解    与えられた漸化式𝑎𝑛+1 = 3𝑎𝑛 − 2𝑛の両辺を3𝑛+1で割ると 
𝑎𝑛+1

3𝑛+1
=

𝑎𝑛

3𝑛
−

1

3
∙ (

2

3
)

𝑛

 

    ここで，
𝑎𝑛

3𝑛 = 𝑏𝑛とおけば，𝑏𝑛+1 =
𝑎𝑛+1

3𝑛+1 より 𝑏𝑛+1 = 𝑏𝑛 −
1

3
∙ (

2

3
)

𝑛

 

     𝑏1 =
𝑎1

31
=

5

3
であるから，𝑛 ≧ 2 のとき 

        𝑏𝑛 = 𝑏1 + ∑ {−
1

3
∙ (

2

3
)

𝑘

}

𝑛−1

𝑘=1

=
5

3
−

1

3
∙

2
3 {1 − (

2
3)

𝑛−1

}

1 −
2
3

=
5

3
−

2

3
+ (

2

3
)

𝑛

= 1 + (
2

3
)

𝑛

 

     また，𝑛 = 1 のとき 𝑏1 = 1 + (
2

3
)

1

=
5

3
 

     よって，𝑏𝑛 = 1 + (
2

3
)

𝑛

は𝑛 = 1 のときも成り立つ。 

     
𝑎𝑛

3𝑛
= 𝑏𝑛から 𝑎𝑛 = 3𝑛 {1 + (

2

3
)

𝑛

}  したがって 𝑎𝑛 = 3𝑛 + 2𝑛 
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５  

次の条件によって定義される数列{an}の一般項を求めよ。 

(1) a1＝2，a2＝4，an＋2＋6an＋1＋8an＝0 

(2) a1＝1，a2＝3，an＋2－8an＋1＋16an＝0 

 

解答 

(1) 特性方程式 x2＋6x＋8＝0 から (x＋2)(x＋4)＝0 より x＝－2，－4 

α＝－2，β＝－4 のとき，an＋2＋6an＋1＋8an＝0 は an＋2＋2an＋1＝－4(an＋1＋2an)と変形できる。 

an＋1＋2an＝bnとおくと，bn＋1＝－4bn となり b1＝a2＋2a1＝4＋2∙2＝8 から bn＝8∙(－4)n－1 

よって an＋1＋2an＝8∙(－4)n－1 ……① 

また，α＝－4，β＝－2 とすると，an＋2＋6an＋1＋8an＝0 は an＋2＋4an＋1＝－2(an＋1＋4an)と変形できる。 

an＋1＋4an＝cnとおくと cn＋1＝－2cn となり c1＝a2＋4a1＝4＋4∙2＝12 から cn＝12∙(－2)n－1 

よって an＋1＋4an＝12∙(－2)n－1 ……② 

②－①から 2an＝12∙(－2)n－1－8∙(－4)n－1 

したがって an＝6∙(－2)n－1－4∙(－4)n－1 

すなわち  an＝－3∙(－2)n＋(－4)n 

(2) 特性方程式 x2－8x＋16＝0 から (x－4)2＝0 より x＝4 

α＝β＝4 と考えて，an＋2－8an＋1＋16an＝0 は an＋2－4an＋1＝4(an＋1－4an)と変形できる。 

an＋1－4an＝bnとおくと bn＋1＝4bn となり b1＝a2－4a1＝3－4∙1＝－1 から bn＝－4n－1 

よって an＋1－4an＝－4n－1 

  両辺を4𝑛+1で割ると 
𝑎𝑛+1

4𝑛+1
－

𝑎𝑛

4𝑛
= −

1

16
 

   𝑐𝑛 =
𝑎𝑛

4𝑛
とおくと 𝑐𝑛+1 = 𝑐𝑛 −

1

16
であるから，数列{𝑐𝑛}は， 

   初項が𝑐1 =
𝑎1

41
=

1

4
，公差が−

1

16
 の等差数列である。 

   よって 𝑐𝑛 =
1

4
+ (𝑛 − 1) ∙ (−

1

16
) = −

1

16
𝑛 +

5

16
 

   
𝑎𝑛

4𝑛
= −

1

16
𝑛 +

5

16
から 𝑎𝑛 = 4𝑛 (−

1

16
𝑛 +

5

16
)   したがって 𝒂𝒏 = (𝟓 − 𝒏) ∙ 𝟒𝒏−𝟐 


