
Math-Aquarium【定理・公式の証明】共役な複素数の性質 

1 

 

共役な複素数の性質 

z，wは複素数とする。 

 １ 𝒛 + 𝒘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = �̅� + �̅�      ２ 𝒛 − 𝒘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = �̅� − �̅�       ３ 𝒛𝒘̅̅ ̅̅ = �̅� �̅� 

 ４ (
𝒛

𝒘
)

̅̅ ̅̅ ̅̅
=

�̅�

�̅�
 (𝒘 ≠ 𝟎)      ５ (�̅�)̅̅ ̅̅ = 𝒛 

 

a，b，c，dを実数とし，複素数 z，wを z＝a＋bi，w＝c＋diとする。 

証明１ 

𝑧 + 𝑤̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (𝑎 + 𝑏𝑖) + (𝑐 + 𝑑𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (𝑎 + 𝑐) + (𝑏 + 𝑑)𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (𝑎 + 𝑐) − (𝑏 + 𝑑)𝑖 

𝑧̅ + �̅� = (𝑎 + 𝑏𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + (𝑐 + 𝑑𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑎 − 𝑏𝑖 + 𝑐 − 𝑑𝑖 = (𝑎 + 𝑐) − (𝑏 + 𝑑)𝑖 

よって   𝑧 + 𝑤̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑧̅ + �̅� 

 

証明２ 

𝑧 − 𝑤̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (𝑎 + 𝑏𝑖) − (𝑐 + 𝑑𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (𝑎 − 𝑐) + (𝑏 − 𝑑)𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (𝑎 − 𝑐) − (𝑏 − 𝑑)𝑖 

𝑧̅ − �̅� = (𝑎 + 𝑏𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ − (𝑐 + 𝑑𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑎 − 𝑏𝑖 − (𝑐 − 𝑑𝑖) = (𝑎 − 𝑐) − (𝑏 − 𝑑)𝑖 

よって   𝑧 − 𝑤̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑧̅ − �̅� 

 

証明３ 

𝑧𝑤̅̅̅̅ = (𝑎 + 𝑏𝑖)(𝑐 + 𝑑𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎𝑐 + 𝑎𝑑𝑖 + 𝑏𝑐𝑖 + 𝑏𝑑𝑖2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑) + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑) − (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)𝑖 

𝑧̅ �̅� = (𝑎 + 𝑏𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑐 + 𝑑𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (𝑎 − 𝑏𝑖)(𝑐 − 𝑑𝑖) = 𝑎𝑐 − 𝑎𝑑𝑖 − 𝑏𝑐𝑖 + 𝑏𝑑𝑖2 = (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑) − (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)𝑖 

よって   𝑧𝑤̅̅̅̅ = 𝑧̅ �̅� 

 

証明４ 

(
𝑧

𝑤
)

̅̅ ̅̅ ̅
= (

𝑎 + 𝑏𝑖

𝑐 + 𝑑𝑖
)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

(𝑎 + 𝑏𝑖)(𝑐 − 𝑑𝑖)

(𝑐 + 𝑑𝑖)(𝑐 − 𝑑𝑖)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝑎𝑐 − 𝑎𝑑𝑖 + 𝑏𝑐𝑖 − 𝑏𝑑𝑖2

𝑐2 − 𝑑2𝑖2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

(𝑎𝑐 + 𝑏𝑑) − (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)𝑖

𝑐2 + 𝑑2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 

    =
(𝑎𝑐 + 𝑏𝑑) + (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)𝑖

𝑐2 + 𝑑2
 

𝑧̅

�̅�
=

𝑎 + 𝑏𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑐 + 𝑑𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =
𝑎 − 𝑏𝑖

𝑐 − 𝑑𝑖
=

(𝑎 − 𝑏𝑖)(𝑐 + 𝑑𝑖)

(𝑐 − 𝑑𝑖)(𝑐 + 𝑑𝑖)
=

𝑎𝑐 + 𝑎𝑑𝑖 − 𝑏𝑐𝑖 − 𝑏𝑑𝑖2

𝑐2 − 𝑑2𝑖2
=

(𝑎𝑐 + 𝑏𝑑) + (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)𝑖

𝑐2 + 𝑑2
 

よって (
𝑧

𝑤
)

̅̅ ̅̅ ̅
=

𝑧̅

�̅�
 

 

証明５ 

(𝑧̅)̅̅ ̅̅ = (𝑎 + 𝑏𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎 − 𝑏𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑎 + 𝑏𝑖 = 𝑧 

よって (𝑧̅)̅̅ ̅̅ = 𝑧 

 

 ポイント  z＝a＋bi，w＝c＋diとおいて，具体的に計算すれば証明できる。 


