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y＝c c 

 

xnと定数の微分 

１ 正の整数 nについて (xn)'＝nxn－1 

２ 定数 cについて (c)'＝0 

 

証明 

１ 二項定理により，(x＋h)n＝xn＋nC1 x
n－1h＋nC2 x

n－2h2＋……＋nCn h
n であるから 

     (𝑥𝑛)′ = lim
ℎ→0

(𝑥 + ℎ)𝑛 − 𝑥𝑛

ℎ
= lim

ℎ→0

𝑥𝑛 + C1𝑛
 𝑥𝑛−1ℎ + C2𝑛

 𝑥𝑛−2ℎ2 + ⋯ ⋯ + C𝑛𝑛
 ℎ𝑛 − 𝑥𝑛

ℎ
 

           = lim
ℎ→0

C1𝑛
 𝑥𝑛−1ℎ + C2𝑛

 𝑥𝑛−2ℎ2 + ⋯ ⋯ + C𝑛𝑛
 ℎ𝑛

ℎ
 

           = lim
ℎ→0

( C1𝑛
 𝑥𝑛−1 + C2𝑛

 𝑥𝑛−2ℎ + ⋯ ⋯ + C𝑛𝑛
 ℎ𝑛−1) 

           = C1𝑛
 𝑥𝑛−1 + lim

ℎ→0
ℎ( C2𝑛

 𝑥𝑛−2 + ⋯ ⋯ + C𝑛𝑛
 ℎ𝑛−2) = C1𝑛

 𝑥𝑛−1 = 𝑛𝑥𝑛−1 

２ cを定数とするとき，関数 f (x)＝cにおいて f (x＋h)＝cであるから，導関数は 

     𝑓′(𝑥) = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
 

        = lim
ℎ→0

𝑐 − 𝑐

ℎ
= 0 

すなわち (c)'＝0 

 

導関数の性質 

k，lを定数とする。 

３ y＝k f (x)ならば y'＝k f '(x) 

４ y＝f (x)±g(x)ならば y'＝f '(x)±g'(x) 

５ y＝k f (x)＋l g(x)ならば y'＝k f '(x)＋l g'(x) 

 

証明 

 ３ 𝑦 = 𝑘𝑓(𝑥)のとき 𝑦′ = lim
ℎ→0

𝑘𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑘𝑓(𝑥)

ℎ
 

              = lim
ℎ→0

{𝑘 ∙
𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
} = 𝑘𝑓′(𝑥) 

 ４ 𝑦 = 𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)のとき 𝑦′ = lim
ℎ→0

{𝑓(𝑥 + ℎ) ± 𝑔(𝑥 + ℎ)} − {𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)}

ℎ
 

                   = lim
ℎ→0

{
𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
±

𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)

ℎ
} 

                = 𝑓′(𝑥) ± 𝑔′(𝑥) 

定数関数のグラフは x 軸 

に平行な直線であるから， 

その接線の傾きはつねに 

0 である。 

３，４の証明では，次の

数学Ⅲで学習する関数

の極限値の性質を利用

している。 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = α， 

lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = βのとき 

lim
𝑥→𝑎

𝑘𝑓(𝑥) = 𝑘α 

（k は定数） 

lim
𝑥→𝑎

{𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)} 

= α ±β 
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 ５ y＝k f (x)＋l g(x)のとき，性質３，４から 

     y'＝{k f (x)＋l g(x)}' ＝{k f (x)}'＋{l g(x)}' ＝k f '(x)＋l g'(x) 

 

不定積分の性質 

k，lを定数とする。 

 ６ ∫ 𝒌𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 = 𝒌 ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 

 ７ ∫{𝒇(𝒙) ± 𝒈(𝒙)} 𝒅𝒙 = ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 ± ∫ 𝒈(𝒙) 𝒅𝒙 

 ８ ∫{𝒌𝒇(𝒙) + 𝒍𝒈(𝒙)} 𝒅𝒙 = 𝒌 ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 + 𝒍 ∫ 𝒈(𝒙) 𝒅𝒙 

 

証明 

f (x)，g(x)の原始関数の 1つを，それぞれ F(x)，G(x)とすると， 

{kF(x)}' ＝kF'(x)＝k f (x)，{F(x)±G(x)}' ＝F'(x)±G'(x)＝f (x)±g(x)であるから 

 ６ ∫ 𝑘𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑘𝐹(𝑥) = 𝑘 ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 

 ７ ∫{𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)} 𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) ± 𝐺(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ± ∫ 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 

 ８ 性質６，７から ∫{𝑘𝑓(𝑥) + 𝑙𝑔(𝑥)} 𝑑𝑥 = ∫ 𝑘𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 + ∫ 𝑙𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑘 ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 + 𝑙 ∫ 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 

 

 

 

定積分の性質 

k，lを定数とする。 

 ９ ∫ 𝒌𝒇(𝒙)
𝒃

𝒂

𝒅𝒙 = 𝒌 ∫ 𝒇(𝒙)
𝒃

𝒂

𝒅𝒙 

 １０ ∫ {𝒇(𝒙) ± 𝒈(𝒙)}
𝒃

𝒂

𝒅𝒙 = ∫ 𝒇(𝒙)
𝒃

𝒂

𝒅𝒙 ± ∫ 𝒈(𝒙)
𝒃

𝒂

𝒅𝒙 

 １１ ∫ {𝒌𝒇(𝒙) + 𝒍𝒈(𝒙)}
𝒃

𝒂

𝒅𝒙 = 𝒌 ∫ 𝒇(𝒙)
𝒃

𝒂

𝒅𝒙 + 𝒍 ∫ 𝒈(𝒙)
𝒃

𝒂

𝒅𝒙 

 １２ ∫ 𝒇(𝒙)
𝒂

𝒂

𝒅𝒙 = 𝟎 

 １３ ∫ 𝒇(𝒙)
𝒃

𝒂

𝒅𝒙 = − ∫ 𝒇(𝒙)
𝒂

𝒃

𝒅𝒙 

 １４ ∫ 𝒇(𝒙)
𝒃

𝒂

𝒅𝒙 = ∫ 𝒇(𝒙)
𝒄

𝒂

𝒅𝒙 + ∫ 𝒇(𝒙)
𝒃

𝒄

𝒅𝒙 
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証明 

f (x)，g(x)の原始関数の 1つを，それぞれ F(x)，G(x)とする。 

 ９ ∫ 𝑘𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = [

 
𝑘𝐹(𝑥)

 
]

𝑎

𝑏

= 𝑘𝐹(𝑏) − 𝑘𝐹(𝑎) = 𝑘{𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)} = 𝑘 [

 
𝐹(𝑥)

 
]

𝑎

𝑏

= 𝑘 ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

 １０ ∫ {𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)}
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = [

 
𝐹(𝑥) ± 𝐺(𝑥)

 
]

𝑎

𝑏

= {𝐹(𝑏) ± 𝐺(𝑏)} − {𝐹(𝑎) ± 𝐺(𝑎)} 

            = {𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)} ± {𝐺(𝑏) − 𝐺(𝑎)} = [

 
𝐹(𝑥)

 
]

𝑎

𝑏

± [

 
𝐺(𝑥)

 
]

𝑎

𝑏

 

            = ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ± ∫ 𝑔(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

 １１ 性質９，１０から ∫ {𝑘𝑓(𝑥) + 𝑙𝑔(𝑥)}
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = ∫ 𝑘𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 + ∫ 𝑙𝑔(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

                      = 𝑘 ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 + 𝑙 ∫ 𝑔(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

 １２ ∫ 𝑓(𝑥)
𝑎

𝑎

𝑑𝑥 = [

 
𝐹(𝑥)

 
]

𝑎

𝑎

= 𝐹(𝑎) − 𝐹(𝑎) = 0 

 １３ ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = [

 
𝐹(𝑥)

 
]

𝑎

𝑏

= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) = −{𝐹(𝑎) − 𝐹(𝑏)} = − [

 
𝐹(𝑥)

 
]

𝑏

𝑎

= − ∫ 𝑓(𝑥)
𝑎

𝑏

𝑑𝑥 

 １４ ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = [

 
𝐹(𝑥)

 
]

𝑎

𝑏

= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) = {𝐹(𝑐) − 𝐹(𝑎)} + {𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑐)} = [

 
𝐹(𝑥)

 
]

𝑎

𝑐

+ [

 
𝐹(𝑥)

 
]

𝑐

𝑏

 

        = ∫ 𝑓(𝑥)
𝑐

𝑎

𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑐

𝑑𝑥 

 

 ポイント  公式１は，二項定理を用いると証明できる。 

導関数，不定積分，定積分の性質は，定義に立ち返ると証明できる。 


